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Boltzmann - Maxwedll - Verteillung - Dokumentation

Problemstellung: Betrachtet man die Energieverteilung der Teilchen eines Gases, so stellt man
fest, dal3 nicht alle Teilchen die gleiche Energie haben (z.B. verdunstet Wasser schon bei 20°C,
woraus man schlieffen kann, dal3 bestimmte Teilchen eine hohere Energie als die

Durchschnittsenergie haben.). Viemehr bildet sich eine Energievertellung, die sich auch
mathematisch beschreiben 1803:

Die Boltzmann-M axwell-Verteilung:
f(E) = 4p(M/(2p * R* T))¥2* 2E* Na/M * g E*Na/(R'T)

Mit Hilfe unseres Programms wollten wir nun zeigen, da3 sich die aus theoretischen
Uberlegungen zur kinetischen Gastheorie herleitbare Verteilung von Teilchen eines Gases
tatséchlich einstellt, wenn man die Flugbahnen einzelner Teilchen méglichst exakt berechnet.
Die Erhatene Verteilung sollte sodann mit der theoretischen Kurve vergleichbar sein.

Die Randbedingungen waren: 1. Die Teilchen fihren nur elastische Stol3e aus.
2. Die Teilchen befinden sich in einem genau definierten
Raum, der dem Raum entspricht, den die gegebene
Teilchenanzahl im Mittel einnehmen wiirde.
3. DieWand wird als ideal elastisch angesehen; die Masse
der Wand geht gegen unendlich.
4. Die Teilchen sind Kugeln, deren Durchmesser gegeben ist.

Losung: Unserem Programm werden Zundchst wird die quadratisch gemittelte

Teilchengeschwindigkeit' sowie die RaumgroRe aus gegebenen Werten? berechnet. Sodann
wird die Richtung der Geschwindigkeit (am Anfang werden ale Teilchen auf die gleiche
Geschwindigkeit gesetzt) sowie der genaue Ort der Teilchen innerhalb des Volumens durch

Zufall festgelegt. Dies sollte Effekte (z.B. wenn dle Teilchen in eine Richtung fliegen, gibt es
evil. keine Zusammenstol3e), die sich aus den Anfangsbedingungen ergeben konnten (nach
einigen Berechnungen) minimieren.

Sodann wird berechnet, wann der ndchste Stol3 stattfindet. Hierzu werden alle moglichen Stofie
in allen moglichen Stofarten (Wand - und Teilchenzusammenstof3e (jedes mit jedem))

durchprobiert und verglichen.

! Wenn jedes Teilchen am Anfang die gleiche Geschwindigkeit und das Gas eine bestimmte Temperatur

haben soll, so darf man nicht einfach die Durchschnittsgeschwindigkeit nehmen, dajanicht die
"Geschwindigkeitserhaltung", sondern die Energieerhaltung gewahrleistet sein muf3.
Temperatur, Druck, Anzahl der Teilchen, Molare Masse
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Uber das gefundene Zeitintervall werden die neuen Ortsvektoren aler Teilchen bestimmt.
Daraufhin werden die neuen Geschwindigkeitsvektoren des bzw. der kollidierenden
Teilchen(s) berechnet. Dazu dient in alen Fallen sowohl die Energieerhatung as auch die
Impulserhatung as Grundlage. Dies fihrt dazu, dald ein Zusammenstol3 mit der Wand auf eine
Umkehr der Geschwindigkeitsvektoren in der entsprechenden Richtung hinaudauft. Bel
Tellchenzusammenstolien fihren diese Gesetzméaldigkeiten dazu, dal3 sich die Teilchen in einem
mitbewegten Koordinatensystem (ein Tellchen ruht, dies dient einer besseren Vorstellung und
einer einfacheren Berechnung; Wechsel zwischen Inertialsystemen sind ja allgemein erlaubt)
rechtwinklig trennen (gilt nur fir Teilchen gleicher Masse, da dann V=V *+V,? (Pythagoras)).
Diese Berechnung wird nun tber |éngere Zeitrdume (Der simulierte Zeitraum betrégt trotzdem
nur maximal nur ca 10° s Da aber in Gasen bei normaen Bedingungen sehr hohe
Stolfrequenzen (GroRenordnung ca. 10™°) herrschen reicht dies vollkommen aus.) wiederholt.
Da sich ene Gleichgewichtsvertellung erst nach viden StoRRen enstellt, und da die
Rechenleistung eines normalen PCs fur Teilchenanzahlen, die wesentlich grofer als 1000 sind,
nicht ausreicht, mulden wir eine Mittelwertbildung durchftihren, denn z.B. 20 Tellchen kdnne
keine richtige Gleichgewichtsverteilung ausbilden, da ja ein Teilchen schon 5% der
Gesamtverteilung ausmacht und das Gleichgewicht, das sich hier einstellt ja kein statisches
sondern ein dynamisches ist. Deswegen haben wir die einzelnen Vertellungen tber einen
gewissen Zeitraum gemittelt.

Das Programm: Damit das Programm nicht zu untbersichtlich wird, haben wir es in mehrere
Units gegliedert.

Die Units Monitor, Intro, Tasten, Soeichern werden nur fir Auswertung, Grafikausgabe und
Bedienung bendtigt.

Die Unit Struktur beinhaltet die Datenstruktur des Programms. Entscheidend ist der Array
"Teil". In ihm werden die Positions- und Geschwindigkeitsvektoren gespeichert. Desweiteren
werden einige physikalische Konstanten festgel egt.

Die Unit Allgor beinhatet Prozeduren um die Variablen auf Anfangswerte zu setzten, und
einige mathematische Funktionen.

Die Unit Rechner enthdlt alle Prozeduren, die bendtigt werden, um das Teilchensystem zu
simulieren.

Procedure Treffer: Berechnet den néchsten evtl. Treffer zweier Teilchen unter Verwendung
der nach t umgestellten Abstandsgleichung: D2 = S3(Dx; + Dv; * 1)2

Um sicherzugehen, dal3 fur die Teilchen nicht bereits neue Vektoren berechnet wurden, wird
noch geprift, ob die Ableitung der Abstandsgleichung kleiner null ist.

Procedure Wandber Gihrung: Berechnet die nachste Berlhrung eines Tellchens mit einer der
AuRBenwadnde. Damit die Geschwindigkeitsrichtung eines Teilchen nicht zwel ma
hintereinander umgekehrt wird, wird zusétzlich geprift, ob der Geschwindigkeitsvektor nicht
bereits umgekehrt wurde.

Procedure Nachster Treffer: Berechnet die als néchstes vorkommende Kollison unter
Verwendung der Prozeduren "Treffer" und "Wandberihrung".

Procedure Neue Vectoren: Berechnet die neuen Geschwindigkeitsvektoren nach einem
Zusammenstol3. Als erstes wird eine Transformation in ein Koordinatensystem, in dem ein
Teilchen ruht durchgefihrt. Desweiteren wird ein Einheitsvektor zwischen den Mittelpunkten
der beiden Teilchen bestimmt. Mit Hilfe der Uberlegung, daR das ruhende Teilchen nur in
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Richtung des Einheitsvektors beschleunigt werden kann, wird der Geschwindigkeitsvektor
dieses Teilchen bestimmt. Da das zweite Teilchen sich rechtwinklig zum ersten Teilchen (siehe
oben) wegbewegen mufl3, kann aus der Impulserhaltung die Geschwindigkeit mittels
vektorieller Subtraktion der Geschwindigkeit des ersten Teilchens von der Geschwindigkeit
vor dem Stof3 (bewegtes Teilchen) berechnet werden.

Einige Probedurchlaufe:

1. Berechnung von Butan (am
Aktuelle Energieverteilung besten g%.gna’ da der grof&e
Tellchendurchmesser eine  hohe
Kollisionsrate  zwischen  den
einzelnen Teilchen bewirkt) bel
Standardbedingungen mit 1000
Teilchen: (2100 Stole zwischen
Teilchen berechnet)

entspricht 199 Teilchen

Wie man seht, erhédlt man selbst
bei 1000 Tellchen nur eine
je 1.0 * 10 hoch -21 JoulersTeilchen unebene Verteilung!

zwischen Teilchen berechnet)

theoretischen Vorhersage. Eine
kleine Abweichung erkennt man
nur im Extrema. Dies liegt an der

entspricht 1 Teilchen

Standardbedingungen  mit 20
Tellchen: (4000000  Stole
H H‘ ‘ H|||||||||IIIII||||||| gerechnet wurde.
je 0.2 ¥ 10 hoch —-21 JoulesTeilchen

Durchschnittliche Energieverteiluna 2. Berechnung von Butan bei
Die gemittelte Kurve entspricht
aso ziemlich genau der

geringen Teilchenanzahl, mit der




entspricht 7 Teilchen

antspricht 1 Teilchen
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Durchschnittliche Energieverteilung

I

Durchschnittliche

je 0.3 * 10 hoch

je 0.3 * 10 hoch —-21 JoulesTeilchen

Energieverteilung

—21 JoulesTeilchen

3. ldentische Bedingungen wie
unter 2. , jedoch nun mit 100
Teilchen: (230000 Stofke zwischen
Teilchen berechnet)

Aufgrund der héheren
Tellchenanzahl ist nun der Fehler
im Bereich des Extremas minimiert
worden!

4. Berechnung von Butan bei 300°C
und sonst Standardbedingungen mit
20 Teilchen: (1100000 StoRe
zwischen Teilchen berechnet)

Auch hier bestétigt das Programm
die Theorie.



